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Résumé : 
 
Cette étude définit une formulation théorique de la Méthode des Tubes de Courant (MTC) pour la 
simulation d’écoulements instationnaires et son application au calcul d’écoulements bidimensionnels 
de fluides non-newtoniens, entre cylindres excentriques, comportant des recirculations. On calcule des 
transformations locales de sous-domaines du domaine physique en des domaines rectangulaires, dans 
lesquels les images des lignes de courant, ouvertes ou fermées, sont à chaque instant des segments de 
droites. L’approche permet de définir, pour la résolution numérique, des maillages rectangulaires 
pour lesquels peuvent être appliqués des schémas simples aux différences finies pour la discrétisation 
des équations gouvernantes et des inconnues qui sont, à chaque instant, la fonction locale de 
transformation liée à la forme des lignes de courant et la pression, pour plusieurs modèles 
rhéologiques 
  
 
Abstract : 
 
In this study, we consider a theoretical formulation of Stream-Tube Method (STM) to compute two-
dimensional unsteady flows of non-Newtonian fluids between eccentric cylinders involving secondary  
flow regions.  We define local transformations of sub-domains of the physical flow domain into 
rectangular domains where the transformed of open or closed streamlines  are rectilinear segments at 
every time. The approach enables to construct, for the numerical simulations, rectangular meshes 
where simple finite difference schemes can be applied for discretizing the governing equations and the 
unknowns, namely the local transformation functions related to the shape of the streamlines and the 
pressure, with various rheological models.   
 
  
Mots-clé :  
 
Ecoulements instationnaires, cylindres excentriques, méthode des Tubes de Courant  
 
1 Introduction 
 
 Les écoulements non stationnaires interviennent dans de nombreuses situations industrielles 
comme les configurations de cylindres excentriques. Ces conditions peuvent être à l’origine de 
différentes difficultés sur le plan du calcul, en relation avec les schémas de résolution à définir et les 
lois de comportement adoptées pour les fluides considérés. Dans ce contexte, nous considérons la 
Méthode des Tubes de Courant (MTC) pour simuler des écoulements de fluides non-newtoniens 
incompressibles. Cette approche, développée précédemment pour des écoulements stationnaires en 
conduite et à surface libre (Clermont, 1988, Clermont et al., 1993, Normandin et al., 1999) est basée 
sur la transformation bijective du domaine physique d’écoulement Ω  en un domaine rectangulaire Ω* 
dans lequel les lignes de courant sont rectilignes et parallèles. Les fonctions de transformation sont 
inconnues et évaluées à partir d’un maillage rectangulaire. L’analyse, d’abord définie pour des 
écoulements à lignes de courant ouvertes, a été ensuite généralisée à des situations d’écoulemnts à 
vortex (Grecov Radu et al., 2002). Le présent article applique la MTC à des situations instationnaires, 
pour lesquelles sont considérées des lois de comportement inélastiques de fluides incompressibles. 
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FIG. 2 – (a) Transformation d’une ligne de courant ouverte ; (b) Transformation d’une ligne de courant 
fermée ; (c) Transformation du domaine d’écoulement compris entre deux cylindres excentriques 
 
 
Les transformations d’une ligne de courant ouverte et d’une ligne fermée en MTC sont 
représentées en Figs. 1a et 1b, respectivement. Les images sont établies à partir d’une section de 
référence, comme le montre le cas de deux transformations locales associées au domaine d’écoulement 
entre deux cylindres excentriques (Fig. 1c), où les deux sous domaines Ω1 et Ω2 du domaine réel Ω 
sont transformés en deux domaines rectangulaires Ω*1 et Ω*2, à un instant donné.   
 
2 Equations de base pour la Méthode des Tubes de Courant (MTC)  
 
 Les écoulements entre cylindres excentriques, amplement étudiés dans la littérature (e.g. Ballal et 
al., Kelmanson., 1984, Gwynllyw et al., 1996) sont le plus souvent associés à des problèmes de 
lubrification (entrefer faible). Nous considérons ici, en coordonnées polaires (x1= r, x2 = θ), le demi-
domaine du domaine total Ω, limité par les angles azimutaux θ = 0 et θ = pi, pour raisons de symétrie. 
Le cylindre intérieur de rayon r0, tourne à la vitesse angulaire ω et le cylindre extérieur de rayon r1, est 
au repos. Le paramètre e désigne la distance entre les axes des cylindres et l’excentricité est   ε = e/(r1 - 
r0).  Soient (x1, x2)m des coordonnées polaires locales dans les sous-domaines  Ωm de  Ω définis à 
partir d’une section de référence Sm.de l’écoulement. Utilisant une section de référence S*m identique 
à Sm, nous désignons par  Ω*m le domaine correspondant de Ωm (m = 1, 2) dans lequel les lignes de 
courant sont parallèles à une direction donnée. Sur la base de résultats obtenus avec un fluide 
newtonien, et ignorant les effets d’inertie, nous considérons deux sous-domaines  Ω1 et  Ω2 tels que 
Ω =  Ω1 ∪ Ω2 (Fig. 2c).  Le domaine Ω1 ne comporte que des lignes de courant ouvertes alors que Ω2 
contient des lignes ouvertes et fermées.  L’angle θ1 limite  Ω1 et Ω2 (Fig. 2c) et est a priori inconnu. 
Pour le cas considéré, les deux sections de référence pour les deux sous-domaines Ω1 et Ω2 sont les 
sections azimutales  θ= 0 et θ= pi. A chaque instant t, un sous-domaine  Ω*m  est référé à un système 
de coordonnées ξj donné par  ξ1 = s ,  ξ2 = R. Deux fonctions cinématiques φ1et  φ2 pour θ= 0 
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et θ= pi, respectivement. La variable s est définie par la longueur du segment de ligne de courant dans 
le domaine transformé et la variable R correspond au rayon r aux sections de référence des sous-
domaines, pour lesquels nous exprimons deux transformations locales : Tm  : Ω*m → Ωm (m=1,2), où 
M*(s,R,t) → M(r,θ,t), comportant les fonctions locales inconnues  α(s,R,t) et β (s,R,t) (ou λa(s,R,t) et  
λb (s,R,t)) telles que (Grecov et al., 2002) : 
 
  r = α(s,R,t) = λa (s,R,t).R  ;     θ = β (s,R,t) = λb (s,R,t). s/R      (1) 
 
 
 Les opérateurs de dérivation peuvent être définis à partir de ces relations, dans les sous-
domaines transformés. En MTC, la conservation de la masse est automatiquement vérifiée et seule la 
conservation des quantités de mouvement doit être écrite, dans le cas isotherme. Les expressions de la 
cinématique et des équations de la dynamique  peuvent être déduites et écrites avec les variables des 
domaines transformés.  
 
 Les lois de comportement adoptées dans le calcul sont anélastiques : 
- modèle  newtonien , où le tenseur des contraintes est donné par : 
  
            D ητ 2=  (viscosité constante)       (2) 
 
- -   loi non newtonienne purement visqueuse ( )D II
D
ητ 2=  où la viscosité obéit à une loi 
rhéofluidifiante de Carreau (Bird et al., 1989), donnée par :  
-  
-                                       
                   ( ) ( )( )[ ] anaK 1-
0
1 γηηηη &+−+=
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 , avec 
DII2−=γ&  (taux de cisaillement généralisé)  (3) 
 
DII  désigne le deuxième invariant du tenseur D , 0η la viscosité à l’origine, a, n et K 
sont des constantes (Grecov et al., 2005). 
 
 Les équations gouvernantes du problème sont celles de la conservation des quantités de 
mouvement,  de la loi de comportement, celles des conditions aux limites ainsi que les équations de 
compatibilité aux interfaces de deux sous-domaines adjacents, écrites avec les variables des domaines 
transformés. Les composantes de contraintes Tij étant exprimées à partir des fonctions de 
transformation et de leurs dérivées, les inconnues du problème, à un instant donné, sont la pression et 
les fonctions de transformation.  Les valeurs des fonctions  cinématiques aux sections de référence, 
inconnues a prior, sont évaluées de manière  itérative et leurs estimés initiaux sont obtenues à partir de 
la théorie de la lubrification. L’hypothèse d’une forme initiale des lignes de courant permet d’assurer 
un estimé initial pour les fonctions locales de transformation. La forme rectangulaire des sous-
domaines permet de définir, pour le calcul, des schémas aux différences finis pour les équations et 
inconnues, à toutes les étapes temporelles du calcul de l’écoulement. La grille de maillage est obtenue 
à partir d’une renormalisation des lignes de courant transformées.  
 L’ensemble global des équations et des conditions de compatibilité comprend un plus grand 
nombre d’équations que d’inconnues. Le système surdéterminé des équations est résolu par la 
procédure d’optimisation de Levenberg-Marquardt (Levenberg, 1944), précédemment mise en œuvre 
pour des situations stationnaires d’écoulements de fluides rhéologiquement complexes entre cylindres 
excentriques (Grecov et al., 2002), qui combine les procédures de résolution du gradient et de 
Newton-Raphson.. 
 
3 Résultats numériques 
 
 Les prédictions numériques ont été obtenues dans la configuration suivante de cylindres 
excentriques (avec 35 points dans la direction r  et 250 points pour la direction θ) : 
rayon du cylindre intérieur  r0 = 5.05 cm ; rayon du cylindre extérieur  r1 = 6.0 5 cm   
excentricité ε = 0.6  
               L’écoulement correspond à la réponse d’un échelon de vitesse de rotation ω du cylindre 
intérieur, soit : 
      
max
      : 0t   
0    t
ωω
ω
=>
=≤ :0
         (4) 
 
 Nous avons choisi les valeurs suivantes : 
  - Cas newtonien : vitesse du cylindre intérieur ωmax = 50 rad/s,  
  - Cas du modèle de Carreau : vitesse du cylindre intérieur : , ωmax = 20 rad/s 
 
 Les calculs révèlent que les temps d’établissement du régime permanent sont de  
tmax= 5.45 x10-1 s pour le cas newtonien, et  tmax= 5.67  s pour le modèle de Carreau, 
 
 Les figures 2 et 3 montrent les lignes de courant calculées dans un demi-domaine développé 
de l’écoulement entre les cylindres excentriques (où l’angle θ varie de 0 à pi, avec une ordonnée 
adimensionnelle qui n’est pas à l’échelle). Mise à part la différence des ordres de grandeurs des temps 
d’accès au régime permanent pour les cas newtonien et non newtonien, les lignes de courant montrent 
des différences sensibles, concernant notamment la taille et l’évolution des zones de recirculation entre 
les deux cylindres excentriques. 
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t1=1x10-2 s 
 
 
 
 
 
 
t2=2.4x10-1 s 
 
 
 
 
 
 
 
t3=5.45 x10-1 s 
 
 
 
 
 
FIG. 2 - Lignes de courant calculées  (demi-domaine développé) à différents instants (cas newtonien) 
 
 
4 Conclusions 
 
 Dans cette étude, nous avons présenté et appliqué une formulation de la Méthode des Tubes de 
Courant au calcul d’écoulements instationnaires de fluides newtoniens et non newtoniens. Cette 
approche vérifie automatiquement la condition d’incompressibilité qui doit être écrite en conditions 
instationnaires avec les méthodes classiques. Les résultats numériques obtenus à partir de sous-
domaines rectangulaires pour lesquels  l’utilisation de schémas simples aux différences finies peut être 
définie rendent cette méthode intéressante pour des calculs instationnaires, permettant de prévoir les 
réponses des fluides au comportement rhéologique complexe dans des configurations de paliers, en 
rapport avec des problèmes de lubrification. Ce travail ouvre des perspectives de simulations 
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numériques instationnaires avec des lois viscoélastiques, notamment celles à formulation 
différentielle, plus simples que celles définies dans le cadre de méthodes classiques.  
 
 
 
 
 
t1 = 6.56 x10-1 s 
 
 
 
 
 
 
t2 = 2.78  s        
 
 
 
 
 
 
t3 = 5.67 s 
 
 
 
 
FIG. 3 Lignes de courant calculées (demi-domaine développé) à différents instants (fluide de Carreau) 
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